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Attention erreur calculs des int dans

Théoréme (Fubini) : Soit f € L(Q x @', p ® v). Alors :

le livre (signe)
@ La fonction z > [, f(z,y)dr(y) est définie pour presque tout « et est dans
LY(Q).
@ La fonction y — [, f(x,y)du(x) est définie pour presque tout y et est dans
LY(Y).
En outre on a
[ tesiwenen = [ ([ eniw) e - [ ([ @) ao)
ou i ® v est la mesure produit.
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Lorsque Lebesgue deéfinit en 1903 une nouvelle intégrale, la justification de
I'interversion dans ce nouveau cadre se pose. Fubini y repond en 1907 (dans le cas
des domaines du plan) en démontrant que cela est possible si la fonction est
intégrable (en tant que fonction de deux variables). Quatre ans plus tard, il demontre
une condition suffisante pour qu'une fonction soit intégrable sur [a,b] x [e,d] : il suffit

que
[:b (_/d |f (=, y)ldy) dr< e,

En réalité, Tonelli avait déja démontré ce résultat entretemps, en 1909.

Alors que le théoréme de Tonelli n'est vrai que pour des mesures o-finies, le théoreme de
Fubini est encore valable lorsque les espaces mesurés sont complets (c'est-a-dire que tous
les ensembles négligeables sont mesurables). Dans ce cas, on n'a pas forcément unicité de la
mesure produit, et on peut utiliser dans I'énoncé précédent toute mesure produit.

Soit (Q, B, u) et (Q',B,v) des espaces mesurés o-finis (on pourra penser a des ouverts de
R par exemple munis de la mesure de Lebesgue).

Théoréme (Tonelli) : Soit f:Q x Q = [0, + o] mesurable. Alors :

® Pour tout x€ Q, y+~ flx,y) est B -mesurable et x — Jo ftx, y)dv(y) est B-
mesurable.

® pour tout y e Q) X = f(x,y) est B-mesurable et y = [f(x, y)du(x) est B -
mesurable.

En outre on a

[axqfxydy @ vxy) = _[Q(_[Q'f(X’Y)dV(V})dH(X) = IQ'(IQ)‘{X, y)d,u(x))dv(y)

ou 4 ® v est la mesure produit.
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